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摘要 : 给出了紧距离空间上实测度的一种较强的弱收敛的定义 ,并由此证明了实测度全体所成的空间关于此种弱
收敛拓扑成一可分完备距离空间.
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　　设 ( X ,ρ) 是紧距离空间 , B 为它的 Borel 体. X
上的连续函数全体 F ,给以上确界范数时 ,成一可分
Banach空间. 用 g1 , g2 , ⋯⋯表示 F1 = { f : f ∈ F ,
| f | ≤1} 的一个稠密集 ,且不妨设 g1 = 1. ( X , B)
上的实值σ可加集函数μ叫做实测度 ,其全体记为
M. | μ| 表示μ的全变差 ,它是满足
| μA | ≤λA , ΠA ∈B
的所有测度λ中的最小者. 见文献[1 ].
对μ∈M ,定义 F上的泛函μf =∫f dμ, f ∈ F.
那么μ∈ F 3 ( F的共轭空间) ,且μ在 F 3 中的范数
‖μ‖ = | μ| X. 从而有界点列μn 必有弱
3 收敛子
列 ,见文献[2 ].
容易复验 | μ| 是满足 | μgi | ≤λ| gi | , Π i
的所有测度λ中的最小者. 若记φn (μ) = sup1 ≤i ≤n
| μgi | ,那么φn (μ) ϖ ‖μ‖. 参见文献[1 ,2 ].
设μn ,μ ∈M ,若对 Πf ∈ F ,有





定理 1 　若μngi ϖμgi , | μn | gi ϖ | μ| gi , i =
1 ,2 , ⋯⋯. 则μn
w
μ.
证 　由 ‖μn ‖ = | μn | X = | μn | g1 ϖ ‖μ‖
知μn在 F
3 中有界. 又 g1 , g2 ⋯⋯在 F1中稠密 ,所以
μnf ϖμf , | μn | f ϖ | μ| f ,对每个 f ∈ F1 成立. 因
Πf ∈ F \ F1 ,有 f / ‖f ‖ ∈ F1 ,则知定理成立. 证
毕.
定义 M 上的距离 　d (μ, v) = ∑
∞
i =1
2 - i ×
[1 - exp ( - | μgi - vgi | - | | μ| gi - | v | gi | ) ].
由定理 1 即知 d 导出的拓扑为 M 上的弱收敛拓扑.
定理 2 　设 Y 为 X 的可数稠密集 ,那么
M1 = {μ:μ∈M ,μ集中于 Y的有限子集 y1 y2 ,
⋯ym ,每个μ{ y i} 为有理数}
是 M 的一个可数稠密集.
证 　M1 为可数集是显然的. 对μ ∈M ,自然数















Aml = Am - 1 , j ,
| μ| Am - 1 , j - k
- 2






| μAml | ,
其中 0 = m0 < m1 < ⋯ < mk
m - 1
= km . 取 Y中的 ymj
使ρ( ymj , Amj) < m
- 1 , j = 1 ,2 , ⋯, km . 取有理数 rmj
使 　μAmj < rmj < μAmj + k
- 2
m ,当μAmj ≥0 时 ,
μAmj - k
- 2
m < rmj < μAmj ,当μAmj ≤0 时.






















| μAml | + k
- 2
m <
(| μ| Am - 1 , j - k
- 2
m , | μ| Am - 1 , j + k
- 2
m ) .
又取集中于 ym1 , ym2 , ⋯, ymk
m
的实测度μm :μm{ ymj}
= rmj ( Π j) . 现证μm
w
μ( m ϖ ∞) . 固定 f ∈ F ,有
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f ( ymj) ( rmj - μAmj) ≤
Vρ( x , y) <2 m - 1 | f ( x) - f ( y) | ·‖μ‖+
‖f ‖·k - 1m 0 ( m →∞) ,











f ( ymj) (| rmj | - | μ| Amj) ≤











( f ( yml) - f ( ym , m
j





















( f ( ym , m
j
) - f ( yml) ) | μ| Aml ≤
Vρ( x , y) ≤2 m - 1 | f ( x) - f ( y) | ·‖μ‖+
Vρ( x , y) ≤3 ( m - 1) - 1 | f ( x) - f ( y) | ·( ‖μ‖+ 1) +
‖f ‖·k - 1m + Vρ( x , y) ≤3 ( m - 1) - 1 | f ( x) -
f ( y) | ·‖μ‖ 0 ( m →∞) ,
这里用了 f 的一致连续性. 定理证毕.
定理 3 　给 M ×M 的子集
L = { (μ×λ) :μ∈M ,λ是B 上有限测度 , | μ|
≤λ}
以距离δ( (μ1 ,λ1) , (μ2 ,λ2) ) = ∑
∞
i = 1
2 - i ×[1 -
exp ( - | μ1 gi - μ2 gi | - | λ1 gi - λ2 gi | ) ]
成一完备距离空间. 它的子空间
L1 = { (μ, | μ| ) :μ ∈M}
与 ( M , d) 保距同构 , 且为拓扑完备的 (存在一个距
离σ使 ( M ,σ) 为完备空间 ,且与 ( M , d) 拓扑等价) .
证 　设 (μn ,λn) 为 L 上的基本列 ,由 ‖λn ‖=
λnX = λng1 知λn 是 F
3 上的有界点列. 而 ‖μn ‖ =
| μn | X ≤λnX = ‖λn ‖,从而μn 亦是 F
3 上的有界
点列. 因此μn ,λn 都是弱
3 紧的. 设μ为μn 的一个
弱 3 极限点 ,由于每个 gi 对应的数列μngi 为基本列 ,
故μgi = limμngi ,所以μn 的弱
3 极限点是唯一的.
同理λn 的弱
3 极限点也唯一. 分别记为μ,λ. 由
| μgi | = lim | μngi | ≤lim | μn | | gi | ≤
limλn | gi | = λ| gi | , Π i ,
知 | μ | ≤λ. 即 (μ,λ) ∈L . 这就证明了 (μn ,λn)
δ
(μ,λ) . 所以 ( L ,δ) 是完备的. 至于 L1 与 M 保
距同构是明显的. 注意到 L 上的函数
(μ,λ) μgi , 　(μ,λ) λgi ,
(μ,λ) φn (μ) ,







{ (μ,λ) : (μ,λ) ∈ L ,λg1 - k
- 1 <
φn (μ) } ,
即知 L1 是 L 的一个 Gδ集. 由文献[3 ] 的 A9. 9 知 L1
是拓扑完备的. 证毕.
上述结果是建立随机实测度理论的准备[4 ,5 ] .
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A Kind of Weak Convergence About Real Measures
ZHANG Bu2cheng
(Dept . of Math. , Xiamen Univ. , Xiamen 361005 , China)
Abstract : In this article , the definition of a kind of weak convergence about real measures on a compact metric space
is given , and this kind of weak convergence is stronger than the usual one , and it is proven that all real measures form a
separable and complete metric space about this kind of weak convergence topology.
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